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Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. c)
Matematica M_ tehnologic
Solutii si barem de notare

Simulare
Filiera tehnologicd: profilul servicii, toate calificdrile profesionale; profilul resurse, toate calificdrile profesionale; profilul tehnic,
toate calificdrile profesionale
« Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
eNu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
¢ Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea la zece a punctajului total acordat pentru
lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. Calculam membrul stang (z2 — 22) :

2=140= 2" = (144) = 1420457 = 14 26— 1 = 20 ccecicerreremeemmseerenneessssssnsssnere s 2p
22 =2(14 %) = 24 20 coooioirien 1p
28 =22 =20 —(2420) = 20— 226 = —2..cooiiie s 2p
Solutie alternativa 1

z=141=> 22— :i=>(z*1)2:i2=> ........................................................................................ 2p
=27 2241 =-1=2" —22=—-1-1= 2% =22 =2, 3p
Solutie alternativd 2

z=14+1=2zZ=1—1. Dar z si Z sunt solutiile ecuatiei z’ — (z + E):c F+2Z2 =0, 2p
z+Z=1+i+1-i=2dar 22 =(1+4)(1-0)=1" = 4> =14+ 1=2ciirirnrrrinrrrrinrririnrrrin, 2p
Prin urmare, z verifici ecuatia x> — 2z +2=0, deci 2> —22 = —2.oiioivoeeiereeeeeeee s 1p
2. 46 fiind numar par, avem f(46) =46—-1= f(46) = WD e R 2p
Deoarece 45 = f(46) este numar impar, avem

F(45) = (£ (46)) = 45" —3 = F(F(46)) = 2025 — 3 => F(F(46)) = 2022 ...oorrrrrrrrmrirrrrrrrsrinrrrrnenns 2p
Eivglizare: £ (46)] — 2002 = 2000 —~I0PY = Dlcososusssssomsomsenismsinsosiessssanies s omsesssamisn iss ssapusenisat 1p
Solutie alternativd
flk)—=1, f(k)este par
Avem f(f(k)): g ) ( ) I 1p
f (k) -3, f(k) este impar

f (k:) este par pentru k impar si f (k) este impar pentru & NUMAar par........ccccveeevveviiiiiiiiiiiiennnn. 1p
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2 .
Cu acestea, avem f(f(k)) = ko 4; g e 1p
(k — 1) — 3, k este par
Deci, f(f(46))= (46— 1)2 3 =457 3 = 2025 — 3 = 2022 et 1p
Eivelizare: £ (46)] — 2022 = 0000 TP = Dl smmomenisisinsesinsianies i o e it 1p

3. Impunem conditiile de existentd pentru cei doi logaritmi si obtinem multimea admisibila a

solutiilor:
4—x>0 z <4
.................................................................................................. 1
{m>0 :>[ >0:>$E(0,4) P
Avem apoi
inj A

1n(4—:c)=1n4—ln$¢>ln(4—m)=ln—¢)4—$=—® ............................................................ 2p

® &
S AT =B S A B AT A =0 € oottt e, 1p
®($—2)2=0<:)9:=26(0,4) .................................................................................................... 1p

Observatia 1. Ecuatia poate fi rezolvata fara a impune conditiile de existentd pentru cei doi
logaritmi. In acest caz, prezumtivele solutii obtinute in urma rezolvirii ecuatiei date, trebuie
verificate obligatoriu in ecuatia initiala.
Observatia 2. Ecuatia In (4 - m) =In4 —Inx poate fi prelucrata gi altfel. De exemplu:
inj
In(4—z)=lnd4-Inzehn(d-z)+hz=hids hjz(d-z)|=his
inj

cdz-—z’=dea’ —4z+4=06(z-2) =0 z=2¢(0,4).

Observatia 3. Ecuatia 4—x = é, pentru x € (0, 4), se poate rescrie x + b= 4. Aplicand
& 5

inegalitatea dintre mediile aritmetica si geometrica, avem

4
A 4 4
— L s = <:>:£+—22\/1<:>:c+—24.
2 x T T
Deoarece avem egalitatea in inegalitatea mediilor, rezulta x = £ oz’ =4 =2 deoarece
7

S (0, 4).
4. Pentru a parcurge cei 250 de km, magina consuma 20 de litri de combustibil......................... 1p
Cei 20 de litri de combustilil costd 20 -7 =140 de 1l i mmmmim s s, 1p
Firma a decontat 12050 140 =35 de: lelwwaomsmmmmmumsomosmmeseemasssmes e 2p
In final, cursa l-a costat pe sofer 140 — 35 = 105 T€0....cierieiiieiiiriieeereeeeeeeee e s 1p
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5. Aflam intai coordonatele punctului M (utilizind formula pentru coordonatele mijlocului unui
segment) apoi aflam lungimea segmentului OM (utilizand formula distantei dintre doua puncte

in plan).
CEM:M:}.TA{:w:}a:A{: ................................................................................... lp
2 2
i Hh+1
yM:%éyM:O; =2 Wy o wan e e S N R B e S e S 1p
2 2
OM:\/(:::M—a:O) +(yM—yO) S et trererre e e e e e e e r s e e e enas 1p
:OM:J(470)2+(370)2sOM= e L O 1p
S OM =16 +9 2 OM = 4/25 = OM =5 ooooovooeooeeeeeoeees oo 1p
6. sinaz:%é281na::1:>2sinm—1:() ................................................................................. 1p
NS B N § oI o oo T s A ST 1p
sin2m—cos:c:2sinxcos:c—cosm:cosw(Zsinm—l) ................................................................. 2p
Cum 2sinxz —1= 0, rezulta ca avem cos:c(2 sinx — 1) =CoST-0="0ceeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee i, 1p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
l.a) AnznP+(n+l)Q:>A2=2P+3Q=> .......................................................................... 1p
1 0 00 2 0 00 20
:>A2_2[_1 0]+3[1 1]:‘,>A2—[_2 0]+[3 3]:>A2—[1 3] ............................................. 2p
20
detA?_‘1 3’_2-30-1—6 .................................................................................................... 2p
1 0}[0 0 1-04+0-1 1-0+0-1 00
1.b) PQ= = = == O N 1
) PQ [—1 0][1 1] [—1-0+0-1 —1-0+0-1] [0 0] : P
0 0)1 0-1+0-(~1) 0-04+0-0) (0 0
P= = & S 1
@ 11][1} 11+1(1)10+10 00 2 ¥
1-1 0 1-0+0-0
P’—p.P= 1 H R P L 2p
- 11+O —1-O+0-(] -10
2 _~.~_10 000 0-04+0-1 0-0+0-1 0 0|
@ -aa-| 1][1 1] [10 0 ] T T— .
L) Ay-Ay- Ay Ay = (2P +3Q) (3P +4Q) (4P +5Q)... (2022P +2023Q) -+vvvovvvveoe 1p
Produsele de forma P" QP k,pe {l, 2.3 s 2020}, k4 p = 2021, sunt egale cu Oy .cocivivivirins 1p

P? =P = P" = P, pentru orice k =3,2021, Q%> =Q = Q” = Q, pentru orice p =3,2021...1p
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2023!

AQ-AS-A,_,...-AQDQQ=(2-3-4-...-2022)P+(3-4-5-...-2023)Q=2022!P+TQ= .......... 1p
(20220 0}, 0 ' 0 1 2'022! 0 1 2022! 0 | .
=|_agaai o 20;3. 2053. =(2028! _ 5495 2023!(=]2021 gonn; 20281 |esimmmisnisie
3
2.a) 12*3:M= .............................................................................................................. 2p
12-3+3
:wz. .................................................................................................................................. 2p
36+3
39
B OO 1
39 P
3 40"
2.5) 2°+0=3« . 2 SRR 2p
27043
L 1 B S e s T S B S T e R 1p
0+3
G142 =3.314+2" =02 =0 -1 2" =8 i 1p
0 2T = 2 o = B ettt ettt ettt ettt ettt ettt s enenenenes 1p
1
2.c) Observam ca a 1= S Tl =1, pentru orice aE[O, oo) .................................... 3p
a-1+43 3+«
Apoi, ((((6*5)*4)*3)*2)*1:((((6*5)*4)*3)*2)*1:a*1=1 ............................................... 2p
a
SUBIECTUL al IIl-lea (30 de puncte)

l.a) Functia f este derivabila pe R deoarece este un produs de doua functii derivabile

(polinomiala si exponentiala).

! .T.'I / T Cl':,

f (m):[(l—x)-e :(1—33) ‘e —I—(l—x)-(e ) = O 2p
:(1'—30’)6";—}-(1—3:)6“3:(O—I)ew—i-(l—:c)e”:—ew-l—(l—x)ew: ...................................... 2p
:(—1+1—:13)ew = —xe”, PeNtIU OTICE T € TR .oviiiiieieeeiee et e ee e e e e e enaea s 1p

1. b) Stim ca pentru functiile derivabile, punctele de extrem local se afla printre zerourile
derivatei. Reciproca nu este insa adevéarata.

f’(m):0®—$e$:0®m20(6z>0, pentry eriee B E B Juunmmsmnam s 1p
f' (:E) > 0 pentru orice x € (—oo, 0) si f’(a:) < 0 pentru orice x € (O, oo) .................................... 2p

Deoarece f este strict crescatoare pe intervalul (uoo, 0} si strict descrescatoare pe intervalul
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[0, oo), rezulta ca punctul z, =0 este punct de maxim (chiar global)................... 2p

1 c) Vom construi tabelul de variatie asociat functiei f utilizdnd si informatiile obtinute la

punctele anterioare.

it /
forenll] o0 —
lim f($)= lim (1—w)em = lim =% — lim (1 m) = B ——= = —bog, 1p
Z——00 T—— 00 z=-% ¢ T I'Ha——o0 ( m)" r—00 _g % —00
f(O)zl; lim f(w):lim (1—:1:)6”’:_00-00:_00 .................................................................. 2p

T—> 0O T— 00

Tabelul de variatie asociat functiei f este:

r | —&C
fllz)|+ + + + + + + + +

fa) g ——————

Fie k € (0, 1), arbitrar.

i (o) =

i(st)rict crescatoare pe (_OO’ 0] = exista si este unic a € (—oo, O) astfel incat f(a) =S} Jr— 1p
0)=1

f continua pe( 00, O

EHOO
/
8

f(0)=1

f strict descrescatoare pe
lim f ( )— —00

T— 00

f continua pe {0, 00

= exista gi este unic f € (0 oo) astfel Tncat f([)’) - 1p

Concluzia: pentru orice ke (0,1 , ecuatia f(a:) =k are exact doua solutii reale, una strict

negativa, cealalta strict pozitiva.

2. a) Avem

3

3 3
folz)dx = / (;52 —0.z+ 02) dz = / 5 0 e e e 2p
0 0

0
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2. b) Avem

e e e 3\ /
[ (fo(gg) lnx) dr = / gg2. Inrdr = f (%) N A = e 2p
1 1 1

‘3 & e .3 3 1 e

z% 1n;,31_/1 = (]nx)’dxz%_§[ L2 L mmveneeeeereeereeeeee ettt s e 2p
3 3¢ 3 3 3 3 3

=B L 6 M M B B S B8l s 1p
3 3 3 i 3 313 3 3 9 9 9

2. c) Vom calcula intai integrala definita apoi vom utiliza forma canonica a functiei de gradul II:

2 2 ‘ 23 72 2
/fﬂ(aj)dx:/ ($2ﬁa$+a2) dz = (ﬁaﬁ+a2$)‘ O e S S R R S A 2p
0 0 3 2 0
:§—2a+2a2f .......................................................................................................................... 1p
3
4 1)* | 13 1) 1313
:2[0,2 a+—]=2[a—} +— :Q[a—] +==>==, pentruorice a € R .....cocrvrrrrrrrernue... 2p
3 2 12 2 6

Concluzie: minimul este egal cu % obtinut pentru a = %

Simulare
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